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数理科学特論Ａ～画像数学～　第７回

シリーズ３：モルフォロジー

(1) 画像の集合演算とモルフォロジー

　「画像数学」の第３シリーズは，ここまでとは大きく違って，画像に写っている物体の「形状」を扱

うモルフォロジー(mathematical morphology)について説明します．これは，画像中の物体の形状に影

響する作用を簡単な集合演算に基づいて表現することで，形状への作用の定量的な取り扱いを可能に

するものです．このシリーズは，(1) 画像を集合として取り扱う考え方とモルフォロジーの基礎演算，

(2) 物体の「大きさ」を定量的に取り扱う granulometryの概念，(3) 画像の変換を統一的に表すフィル

タ定理／束(lattice)の概念とカラー画像のモルフォロジー，の３回に分けて講義します．

画像と集合

　まず，簡単のために２値画像で考えます．２値画像で，黒い（画素値０の）画素が背景で，その中

に白い（画素値１の）画素が集まってできた物体形状があると考えます．このとき，画像中の物体形

状は「白い画素の集合」として扱うことができます．「画素の集合」というとき，画素を表すのはその

画素がある「場所」を表すベクトルです．つまり，画像中の物体を，物体を構成する画素へのベクト

ルの集合として表すことができます．

　モルフォロジーではこのように画像中の物体をベクトルの集合とし，X, B, ...のような大文字で表し

ます．また，各画素の座標を表すベクトルを a, bなどの小文字で表します．ベクトルの原点は，各集

合について決めておきます．

　ここで，「画素」という表現をしたので，離散的な画像でなければ扱えないように感じるかもしれま

せんが，実際には連続な形状でも扱いはかわりません．集合を構成する集合が連続的な集合になるだ

けです．

Minkowski集合演算とモルフォロジーの基本演算

　モルフォロジーでは，上のように画素の集合で表された物体形状に対して，これを「縮める」「膨ら

ます」という２つの基本演算を定義して，これらを使って「形状」を定量的に扱う演算を導いてゆき

ます．

まず，次の演算を定義します．

   A b ≡ {a+b | a ∈A} 集合 Aのベクトル bによる移動 (translation of A by b)

   Ac ≡ {a | a ∉A} 集合 Aの補集合 (complement of A)

画像中の物体Aに対して，Acは「物体Aの背景」を意味しています．これらを使って，次の基本演算

を定義します．

   A ⊕B ≡ {a+b | a ∈ A, b ∈ B}= ∪
b∈B

Ab 集合 Aと BのMinkowski集合和

(Minkowski set addition of A and B)

    Ao– B ≡ {x | x – b ∈ A, b ∈ B} = ∩
b∈B

Ab 集合 Aと BのMinkowski集合差

(Minkowski set subtraction of B from A)
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上式の右辺についての証明：

⇒)      x ∈ Ao– B ⇒ すべての    b ∈ B について    x – b ∈ A，また    x – b ∈ A ⇒ x ∈ Ab ．

    ∴     x ∈ Ao– B ⇒ すべての    b ∈ B について    x ∈ Ab    ⇒ x ∈ ∩
b∈B

Ab ．

⇐)  上の証明を逆にたどればよい．

上の関係は，

　    Ao– B  =「AをBの形に沿ってくまなく動かしたとき，

　　　　　常に Aの中に入っていた（一度もAから出なかった）部分」

　    A ⊕B  =「AをBの形に沿ってくまなく動かしたとき，一度でもAの中に入った部分」

であることを示しています．

集合和と集合差の間には，     Ao– B = (Ac⊕B)
c
という関係があります．これを双対性（（（（（duality）））））といいます．

証明：     z ∈ (Aco– B)
c
⇔ z ∉ Aco– B.

    z ∈ Aco– B ⇔ 全ての    b ∈ Bについて    z ∈ (Ac)b ．
    ∴ z ∉ Aco– B ⇔    z ∉ (Ac)b をみたす    b ∈ Bが存在する

  ⇔    z ∈ Ab をみたす    b ∈ Bが存在する

   ⇔ z ∈ A ⊕B ．

集合和と集合差が双対であることは，「物体Aの集合差」と「背景Ac の集合和」が，やはり物体と背

景の関係にあることを示しています．

　さらに，次のように集合の反転を定義します．

   Bs ≡ {–b | b ∈B} 集合 Bの反転 (reflection of B)

反転を使うと，集合差は     Ao– B = {x | Bs
x
⊆ A} と表すこともできます．

証明：    Bs = {–b | b ∈B} ⇒ Bs
x
= {–b + x | b ∈B} = {x – b | b ∈B}

集合差の定義から，     Ao– B ≡ {x | x – b ∈ A, b ∈ B} .

∴     Ao– B = {x | Bs
x
⊆ A} .

この関係は，

　    Ao– B  =「BsをAの内部に沿ってくまなく動かしたときの，Bsの中心の軌跡」

であることを示しています．

　集合和と集合差，反転を使って，モルフォロジーの基本演算であるdilationとerosionが次のように

定義されます．

   A ⊕BS = ∪
b∈B

A–b 集合 Aの集合 Bによる dilation (dilation of A by B)
    Ao– BS = ∩

b∈B
A–b = {x | Bx ⊆ A} 集合 Aの集合 Bによる erosion (erosion of A by B)

この定義と上の集合差の定義との関係からわかるように，Aの Bによる erosionとは

　    Ao– BS
=「BをAの内部に沿ってくまなく動かしたときの，Bの中心の軌跡」

であり，「BによってAが削られる」ことを意味します．集合和・集合差と erosion・dilationの関係が

ややこしいですが，次ページ上の図１・次ページ下の表１のようにまとめてみました．
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　次に，集合差・集合和と erosion・dilationを使って，opening・closingを定義します．

    AB ≡ (Ao– BS) ⊕ B Aの Bによる opening (opening of A by B)

    AB ≡ (A ⊕ BS)o– B Aの Bによる closing (closing of A by B)

　opening・closingには，モルフォロジーが真に意味するところが含まれています．それを次に見てみ

ましょう．openingには，    A B = ∪{Bx | Bx ⊆ A} = ∪
Bx ⊆ A

Bx という関係が成り立ちます．

証明：     AB ≡ (Ao– BS) ⊕ B = ∪
x ∈ Ao– BS

Bx  なので，     x ∈ Ao– BS ⇔ Bx ⊆ A  を示せばよい．

(1) [     x ∈ Ao– BS ⇒ Bx ⊆ A  を示す ]

   b ∈ B ⇔ b + x ∈ Bx, – b ∈ BS.

    x ∈ Ao– BS ⇒ 全ての    (– b) ∈ BS について，    x – ( – b) = b + x ∈ A. ．

    ∴ x ∈ Ao– BS ⇒ Bx ⊆ A.．

(2)  [     Bx ⊆ A ⇒ x ∈ Ao– BS
  を示す]

   Bx ⊆ A ⇒ 全ての   b ∈ Bについて，    b + x ∈ A

  ⇒ 全ての    (– b) ∈ BS について，    x – ( – b) ∈ A

    ⇒ x ∈ Ao– BS
．

集合差

   Ao– B

AがBに沿って動く

BS がAの内部を動く

erosion

   Ao– BS

AがBSに沿って動く

BがAの内部を動く

集合和

   A ⊕B

AがBに沿って動く

BがAの内部を動く

dilation

   A ⊕BS

AがBSに沿って動く

BSがAの内部を動く

表１．集合差・集合和とerosion・dilation
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図１．集合差と erosionの違い（ + は原点を表す）．
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このことは，

AのBによる opening

=「BがAの内部を動いたときの，Bそのものが描く軌跡」

= 「Bという形の筆をAの内側から動かして，Aをできる限り正確に描いたもの」

を意味します．したがって，

AとA
B
の差 =「Aのうち，細かすぎるために，Bという形の筆では

　（筆が太すぎて）描き残されてしまった部分」

=「Aのうち，Bよりも小さな成分」

を意味します．オープニングの例を図２に示します．この例でわかるように，オープニングは，第１

段階の erosionでAの中にBを配置できる場所をさがし，その場所に第２段階の集合和でBを「貼り付

ける」操作を行っています．また，openingは erosion+dilationとは違うこともわかります．

　openingと closingにも双対の関係，すなわち    AB = [(Ac)B]c が成り立ちます．したがって，

AのBによる closing  =「Bという形の筆を Aの外側から動かして，

　　Aの背景をできる限り正確に描いたもの」

を意味します．したがって，

AとABの差 =「Aの背景のうち，細かすぎるために，Bという形の筆では

　（筆が太すぎて）描き残されてしまった部分」

　「Aの背景のうち，Bよりも小さな成分」

を意味します．これらが，モルフォロジーが「形を定量的に扱う」原理となります．

　ところで，ここで「筆」という表現をしました．ここまではAとBはどちらも「集合」で対等でし

たが，「Aが Bに沿って動く」「Bが Aの内部を動く」という表現からわかるように，通常モルフォロ

ジーではAを処理される対象の画像とし，BはAに比べて小さな集合を考え，これをstructuring element

図２．オープニング（erosion+dilationとは異なる）
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（構造要素，SE）とよびます．SEは画像に対する作用素と考えられます．以上４つがモルフォロジー

の基本演算とよばれるものです．図３に例を示します．

多値（グレースケール）画像への拡張

　 ここまでは２値画像の話に限定していましたが，多値画像についても同じような演算を考えること

ができます．多値画像は，画素のもつ座標 xの値が f(x)であるような関数と考えます．このとき，

     fo– BS (x) = inf
x ∈Bx

f(x) 多値画像 f(x)の構造要素 Bによる erosion

    f ⊕BS (x) = sup
x ∈Bx

f(x) 多値画像 f(x)の構造要素 Bによる dilation

つまり，論理和・論理積が下限・上限（離散値ならば最小・最大）に置き替わっています．これは，

ファジィ論理の考え方と同じです．

　さらに，構造要素も多値の場合，すなわち関数 g(y)と表される場合，多値－多値のモルフォロジー

演算は次のように定義されます（ただしGは g(y)の定義域(extent)）．

     f ⊕gs (x) = max
y ∈ G

f(x + y) + g(y) 多値画像 f(x)の多値構造要素 g(y)による erosion

      fo– gs (x) = min
y ∈ G

f(x + y) – g(y) 多値画像 f(x)の多値構造要素 g(y)による dilation
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図３．モルフォロジーの基本演算
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