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分布の「型」を考える－確率分布モデルと正規分布

確率分布モデル

前回の講義の最後に，標本平均は母平均の推測結果としてもそうおかしくはない，ただし間違った推
測をしてしまう可能性はある，という説明をしました。

では，間違った推測をしてしまう可能性，つまり推測の不確かさを，確率の形で計算するには，どう
すればよいでしょうか？ 計算をするには，問題が式と数で表されていなければなりません。しかし，こ
の計算のてがかりとなる母集団分布（＝標本がしたがう確率分布）は，数字の集まりにすぎず，式では
あらわされていません。これでは，計算はできません。

そこで用いるのが，「モデル」の考え方です。この考えでは，母集団分布（＝標本がしたがう確率分布）
が，ある数式で表されるものだと仮定してしまいます。いわば，母集団分布のヒストグラムが，ある式
であらわされる関数のグラフになっていると考えるのです。この数式を確率分布モデルといい，母集団
のなりたちに合わせていろいろなものが考えられています。

関数を式で表す場合，そのグラフの大きさや位置を調整する数字があります。例えば，１次関数を表
す式 y = ax + bの aや bです。これらの数字をパラメータといい，確率分布モデルにもパラメータがあ
ります。これから，確率分布モデルのパラメータを標本から推測することで，推測の不確かさを計算し
てゆきます。

連続型確率分布

ここまでの講義で，度数分布→確率分布→確率変数という順に進めてきた説明では，連続した数値の
区間である階級を，ひとつの数値で代表する「階級値」というものをわざわざ導入することで，確率変
数は 172.5cmのつぎは 177.5cmというように「とびとび」の値をとる，と考えてきました。

しかし，数学では，とびとびの値をとる数式よりも，連続なグラフになるような数式のほうがずっと
簡単なはずです。ですから，ヒストグラムを数式で表すために，「とびとびではなく連続的な値をとる」
確率変数というのは考えられないのでしょうか。

そこで，ヒストグラムの説明のところで述べた，「ヒストグラムの柱は，分割することができる」とい
う性質を使います。ヒストグラムの各柱をどんどん細かく分割することで，階級の区切りかたを「十分
に」細かくしたとします。このような確率分布は，値がとびとびにならない，「ある範囲内のどんな値に
でもなることができる」確率分布と考えることができます（図 2）。このような確率分布を連続型確率分
布といい，これに対し，確率変数が（階級に区切ったのではなく）本来とびとびの値（例えば，くじび
きの当たり回数）になるような確率分布を離散型確率分布といいます。

連続型確率分布では，確率変数が「ある１つの値」をとる確率ではなく，「ある範囲の値」をとる確率
を考えます。離散型確率分布で確率変数が「ある範囲の値」をとる確率は，確率変数のある範囲内の値
に対応する確率を合計したものです。ヒストグラム上でこれを見ると，ある範囲内にある「柱」の面積
を合計したものになります（図 2の左）。「ヒストグラムで度数を表しているのは柱の高さではなく柱の
面積」であるからです。

これを，階級の区切りが見えないほど細かくなったヒストグラムで考えると，柱の境目は見えなくなっ
ているので，灰色の部分の面積がそれに相当します（図 2の右）。この面積は，数学では「『ヒストグラ
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図 1: 確率分布モデル

ムの上端をつないだグラフで表される関数』の『ある範囲』での積分」といいます。この「ヒストグラ
ムの上端をつないだグラフで表される関数」を確率密度関数といいます。

この講義では積分の計算をすることはありませんが，特定の確率分布モデルでの積分の値を計算して
まとめた数表はよく用います。

「確率変数がある範囲の値に入る確率」
　＝「確率密度関数のグラフの下の部分のうち，この範囲にあたる部分の面積」
（＝「確率密度関数のこの範囲での積分」）

という関係は，今後の講義でよく出てきますので，よく理解してください。

確率密度関数は確率変数がとりうる各値の「現れやすさ」を表してはいますが，確率そのものではな
いことに注意してください。「連続型確率変数がある１つの値をとる確率」は，確率密度関数の値ではあ
りません。「連続型確率変数がある１つの値をとる確率」は，範囲の幅が０ですからその範囲に対応する
グラフの下の部分の面積も０で，すなわち０であることに注意しましょう。また，グラフの下の部分全
体の面積は，「確率変数の値が，とりうる値の範囲全体のどこかにある確率」ですから 1 (100%)となり
ます。

ところで，現実のデータは，必ず何桁かの数字で表されるわけですから，どんなに細かく表現してて
も必ず「デジタル」，すなわち「とびとび（離散的）」です。連続型確率分布というのは，あくまで数式
で表しやすくするための手段だと考えてください。

正規分布モデル

代表的な連続型確率分布モデルである正規分布モデルは一番応用範囲の広い確率分布モデルで，世の
中には正規分布モデルであらわせるような母集団分布がたくさんあります。これは，中心極限定理とい
う定理があるからです。中心極限定理とは，ひとことでいうと「母集団のデータが分布している（ばら
ついている）原因が，無数の独立な原因によるデータの分布の合計になっているときは，母集団分布は
概ね正規分布になる」ということです。

正規分布モデルのパラメータは期待値と分散で，確率変数 Xの確率分布が期待値 µ，分散σ2の正規分
布であることを，「確率変数 Xは正規分布 N(µ, σ2)にしたがう」あるいはさらに短く「X ∼ N(µ, σ2)」と
書きます。正規分布の確率密度関数のグラフは図 3のようになります。期待値 µをとる確率密度がいち
ばん高く，左右対称に広がっています。
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図 2: 連続型確率分布
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図 3: 正規分布の確率密度関数

正規分布には，次の大変重要な性質があります1。

１．確率変数 Xが期待値 µ，分散σ2の正規分布 N(µ, σ2)にしたがうとき，確率変数 (X−µ)/σ
は正規分布 N(0, 1)にしたがいます。

確率変数 (X − µ)/σとは，確率変数 Xの「すべての可能な値」について，いずれも µをひいて σで割る
という操作を行なって，新しい確率変数を作ったものです。元の確率変数 Xの期待値が µ，分散がσ2の
とき，確率変数 (X − µ)/σの期待値は 0，分散は 1になることは，第５回の「標準得点」のところで説明
した通りです。ここで述べていることは，それだけでなく，元の確率変数 Xが正規分布にしたがうなら
ば，変換後の確率変数もやはり正規分布にしたがう，ということです。この N(0, 1)を，標準正規分布と
いいます。この性質を，この講義では以後「正規分布の性質１」とよぶことにします。

２．X1, . . . , Xnが独立で，いずれも正規分布 N(µ, σ2)にしたがうならば，それらの平均 (X1 +

1くわしくは，私の講義「解析応用」(2013年度後期）第３部を参照してください。
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図 4: 標準正規分布の確率密度関数のグラフ上で「確率変数 Zが値 z以上である確率」P(Z ≧ z)

· · · + Xn)/nは N(µ, σ2/n)にしたがいます2。

「X1, . . . , Xnが独立で，いずれも正規分布 N(µ, σ2)にしたがう」という条件にあてはまるのは，X1, . . . , Xn

が，正規分布 N(µ, σ2) にしたがう母集団分布から無作為抽出された標本であるときです。このとき，
(X1 + · · · + Xn)/nは標本平均です。第１０回の講義で，標本平均の期待値は µ，分散は σ2/nであると述
べました。ここで述べているのは，それだけでなく，母集団分布が正規分布であるならば，標本平均も
やはり正規分布にしたがう，ということです。この性質を，この講義では以後「正規分布の性質２」と
よぶことにします。

正規分布の数表の見方

正規分布モデルにしたがう確率変数がある範囲の値になる確率を求めるには，積分の計算をしなけれ
ばなりません。しかし，実際にはその必要はなく，数表を使って求めることができます。

数表は「標準正規分布にしたがう確率変数 Zがある値 z以上である確率」P(Z ≧ z)を計算したもので3，
確率密度関数のグラフにおいては図 4のグレーの部分の面積になります。標準正規分布の確率密度関数
は z = 0に対して左右対称なので，数表は z ≧ 0についてのみ掲載されています。

さきほどの「正規分布の性質１」を使うと，期待値・分散がどんな値の正規分布でも，それにしたがう
確率変数 Xがある値 x以上である確率を，この数表だけで求めることができます。例えば，期待値 50，
分散 102である正規分布 N(50, 102)にしたがう確率変数 Xが 60以上である確率，すなわち P(X ≧ 60)を
求めてみましょう。Z = (X − 50)/10のように変換すると，性質１から確率変数 Zは標準正規分布 N(0, 1)
にしたがいます。また，X = 60のとき Z = (60 − 50)/10 = 1ですから，求める確率は P(Z ≧ 1)です。数
表から，P(Z ≧ 1) = 0.15866であることがわかります。

今日の演習

確率変数 Xが正規分布 N(50, 102)にしたがうとき，(1) P(X ≧ 55)，(2) P(45 ≦ X ≦ 60)，をそれぞれ求
めてください。

2これを正規分布の再生性といいます。
3P( )は，「( )内の事象が起きる確率」という意味です。
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