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2015年度秋学期　応用数学（解析）

浅野　晃  
関西大学総合情報学部

第２部・基本的な微分方程式 
微分方程式とは，変数分離形

第５回
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微分方程式とは
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微分方程式とは

微分方程式は，解が「関数」で， 
その微分が含まれる方程式

ふつうの方程式は，解は「数」

x が t の関数（つまりx(t)）のとき，

2013年度春学期　画像情報処理　第３回
第１部・画像のサンプリングと周波数／ フーリエ変換とサンプリング定理

フーリエ変換

前回は，周期関数を三角関数（虚数指数の指数関数）の級数，すなわち「波の足し合わせ」で表した
フーリエ級数について説明しました。では，元の関数が，周期関数でない一般の関数のときは，どうな
るでしょうか。

この場合は，「周期が無限大である」と考えます。すなわち，前回の例では，周期関数 f(x)の周期を
Lとしましたが，今回は L → ∞となったときの極限を考えます。

フーリエ級数の式（前回の (1)式）

f(x) =
f(a)− f(0)

a− 0
(1)

lim
a→0

f(a)− f(0)

a− 0
=

df(x)

dx

∣∣∣∣
x=0

= f ′(x) (2)

∫ a

0
f(x)dx (3)

xが tの関数 x(t)であるとき，その１階および２階導関数を x′, x′′で表すと，x′ = xや x′−5x+3t = 0，
x′′ − 5x′ + 6x = 0などは微分方程式です。x2 − 5x+ 3 = 0
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関数は「量の変化」 
微分方程式は「変化の条件」

微分方程式を解くと，「どう変化するか」がわかる
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1階・２階，常微分・偏微分
１階導関数に関する微分方程式： 
　１階微分方程式
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１変数関数の微分方程式は常微分方程式 
２変数以上の関数の偏微分に関する 
　微分方程式は偏微分方程式

２階導関数に関する微分方程式： 
　２階微分方程式

⋮
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微分方程式を解くとは
微分方程式を「解く」とは， 
その方程式を満たす関数を見つけること

解ける微分方程式の基本的なパターンを 
いくつか紹介します。

微分方程式は 
特定のパターンのものしか解けない
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微分方程式の例
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運動方程式

加速度は速度の微分， 
速度は位置の微分だから，

力 F  

物体の質量 m 

物体の加速度 a 

物体に働く力と，その運動との関係

2014年度春学期　応用数学（解析）　第５回
第２部・基本的な微分方程式／　微分方程式とは・変数分離形

微分方程式とは

第２部・第３部では，微分方程式を扱います。微分方程式とは，未知の関数とその微分（導関数）と
の関係で表された方程式で，その解は数ではなく関数です。例えば，xが tの関数 x(t)であるとき，そ
の１階および２階導関数を x′, x′′で表すと，x′ = xや x′ − 5x+3t = 0，x′′ − 5x′ +6x = 0などは微分方
程式です。１階導関数，２階導関数，. . . に関する微分方程式を１階微分方程式，２階微分方程式，. . .

といいます。また，１変数関数の微分方程式を常微分方程式，２変数以上の関数の偏微分に関する方程
式を偏微分方程式といいます。

注意しなければならないのは，微分方程式は特別な形のものしか解けないことです。そこで，さまざ
まな形の微分方程式に対する解法が研究されている一方で，方程式を解かずに解の挙動（t → ∞のとき
どうなるか，など）を知る「定性的理論」という研究があります。この講義では，解ける方程式とその
解法を，易しいものから順に説明していきます。

微分方程式の例

微分方程式は，対象としている量がある条件の下で変化するとき，その量と条件の関係を記したもの
です。微分方程式を解くとは，その条件下で，対象としている量がどのように変化するかを知ることで
す。このような問題は，物理学において現れてきたものです。

例えば，力 F，物体の質量m，物体の加速度 aの間にニュートンの運動方程式 F = maが成り立つこ
とが知られています。加速度は速度の微分で，速度は位置の微分ですから，時刻 tにおける物体の位置
を x(t)とすると，運動方程式は F = mx′′という微分方程式です。この方程式を解いて x(t)を求めると，
ある時刻における物体の位置が求まります。

さらに，運動方程式を物体の落下の問題にあてはめてみます。物体が空気中を落下するとき，物体は
下向きの重力と，上向きの空気抵抗力を受けます。重力は重力加速度を gとするとmgで表されます。
また，空気抵抗力は速度の 2乗に比例することが知られており，これは kを正の定数とすると−k(x′)2

と表されますから，運動方程式はmg − k(x′)2 = mx′′となります。

また，放射性物質の崩壊においては，「崩壊の速度が，現在存在する物質の量に比例する」ことが知
られています。そこで，時刻 tでの物質の量を x(t)とすると，kを正の定数として，x(t)は微分方程式
x′ = −kxを満たします 1。

一般解と特殊解

放射性物質の崩壊に関する上の方程式 x′ = −kxにおいて，定数 kが具体的に与えられたとします。
このとき，x(t)はひとつの関数に決まるかというと，そうではありません。なぜならば，x(t)は時刻 t

での物質の量ですから，それは「最初に物質がどれだけあったか」すなわち x(0)がわからないと決ま
らないからです。この x(0)を初期値といい，初期値が定まった時に求められる解を特殊解 (particular

solution)，初期値に関するパラメータを持ち，さまざまな初期値に応じて特殊解を求めることができる
形の解を一般解 (general solution)といいます 2。

1第１０回でくわしく説明します。
2初期値だけでなく，終端での条件も与えられる場合もあります。これを境界値問題といいます。
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時刻 t の物体の位置を x(t)  
とすると

これを解いて関数 x(t) を求めると， 
時刻 t での物体の位置がわかる
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落下の問題

抵抗力は速度の２乗に比例する

力 F  

　＝下向きの重力 mg 

　　＋ 上向きの抵抗力

物体が空気中を落下するとき
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第２部・基本的な微分方程式／　微分方程式とは・変数分離形

微分方程式とは

第２部・第３部では，微分方程式を扱います。微分方程式とは，未知の関数とその微分（導関数）と
の関係で表された方程式で，その解は数ではなく関数です。例えば，xが tの関数 x(t)であるとき，そ
の１階および２階導関数を x′, x′′で表すと，x′ = xや x′ − 5x+3t = 0，x′′ − 5x′ +6x = 0などは微分方
程式です。１階導関数，２階導関数，. . . に関する微分方程式を１階微分方程式，２階微分方程式，. . .

といいます。また，１変数関数の微分方程式を常微分方程式，２変数以上の関数の偏微分に関する方程
式を偏微分方程式といいます。

注意しなければならないのは，微分方程式は特別な形のものしか解けないことです。そこで，さまざ
まな形の微分方程式に対する解法が研究されている一方で，方程式を解かずに解の挙動（t → ∞のとき
どうなるか，など）を知る「定性的理論」という研究があります。この講義では，解ける方程式とその
解法を，易しいものから順に説明していきます。

微分方程式の例

微分方程式は，対象としている量がある条件の下で変化するとき，その量と条件の関係を記したもの
です。微分方程式を解くとは，その条件下で，対象としている量がどのように変化するかを知ることで
す。このような問題は，物理学において現れてきたものです。

例えば，力 F，物体の質量m，物体の加速度 aの間にニュートンの運動方程式 F = maが成り立つこ
とが知られています。加速度は速度の微分で，速度は位置の微分ですから，時刻 tにおける物体の位置
を x(t)とすると，運動方程式は F = mx′′という微分方程式です。この方程式を解いて x(t)を求めると，
ある時刻における物体の位置が求まります。

さらに，運動方程式を物体の落下の問題にあてはめてみます。物体が空気中を落下するとき，物体は
下向きの重力と，上向きの空気抵抗力を受けます。重力は重力加速度を gとするとmgで表されます。
また，空気抵抗力は速度の 2乗に比例することが知られており，これは kを正の定数とすると−k(x′)2

と表されますから，運動方程式はmg − k(x′)2 = mx′′となります。

また，放射性物質の崩壊においては，「崩壊の速度が，現在存在する物質の量に比例する」ことが知
られています。そこで，時刻 tでの物質の量を x(t)とすると，kを正の定数として，x(t)は微分方程式
x′ = −kxを満たします 1。

一般解と特殊解

放射性物質の崩壊に関する上の方程式 x′ = −kxにおいて，定数 kが具体的に与えられたとします。
このとき，x(t)はひとつの関数に決まるかというと，そうではありません。なぜならば，x(t)は時刻 t

での物質の量ですから，それは「最初に物質がどれだけあったか」すなわち x(0)がわからないと決ま
らないからです。この x(0)を初期値といい，初期値が定まった時に求められる解を特殊解 (particular

solution)，初期値に関するパラメータを持ち，さまざまな初期値に応じて特殊解を求めることができる
形の解を一般解 (general solution)といいます 2。

1第１０回でくわしく説明します。
2初期値だけでなく，終端での条件も与えられる場合もあります。これを境界値問題といいます。
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x′ = −kxを満たします 1。

一般解と特殊解

放射性物質の崩壊に関する上の方程式 x′ = −kxにおいて，定数 kが具体的に与えられたとします。
このとき，x(t)はひとつの関数に決まるかというと，そうではありません。なぜならば，x(t)は時刻 t

での物質の量ですから，それは「最初に物質がどれだけあったか」すなわち x(0)がわからないと決ま
らないからです。この x(0)を初期値といい，初期値が定まった時に求められる解を特殊解 (particular

solution)，初期値に関するパラメータを持ち，さまざまな初期値に応じて特殊解を求めることができる
形の解を一般解 (general solution)といいます 2。

1第１０回でくわしく説明します。
2初期値だけでなく，終端での条件も与えられる場合もあります。これを境界値問題といいます。
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の関係で表された方程式で，その解は数ではなく関数です。例えば，xが tの関数 x(t)であるとき，そ
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式を偏微分方程式といいます。

注意しなければならないのは，微分方程式は特別な形のものしか解けないことです。そこで，さまざ
まな形の微分方程式に対する解法が研究されている一方で，方程式を解かずに解の挙動（t → ∞のとき
どうなるか，など）を知る「定性的理論」という研究があります。この講義では，解ける方程式とその
解法を，易しいものから順に説明していきます。

微分方程式の例

微分方程式は，対象としている量がある条件の下で変化するとき，その量と条件の関係を記したもの
です。微分方程式を解くとは，その条件下で，対象としている量がどのように変化するかを知ることで
す。このような問題は，物理学において現れてきたものです。

例えば，力 F，物体の質量m，物体の加速度 aの間にニュートンの運動方程式 F = maが成り立つこ
とが知られています。加速度は速度の微分で，速度は位置の微分ですから，時刻 tにおける物体の位置
を x(t)とすると，運動方程式は F = mx′′という微分方程式です。この方程式を解いて x(t)を求めると，
ある時刻における物体の位置が求まります。

さらに，運動方程式を物体の落下の問題にあてはめてみます。物体が空気中を落下するとき，物体は
下向きの重力と，上向きの空気抵抗力を受けます。重力は重力加速度を gとするとmgで表されます。
また，空気抵抗力は速度の 2乗に比例することが知られており，これは kを正の定数とすると−k(x′)2

と表されますから，運動方程式はmg − k(x′)2 = mx′′となります。

また，放射性物質の崩壊においては，「崩壊の速度が，現在存在する物質の量に比例する」ことが知
られています。そこで，時刻 tでの物質の量を x(t)とすると，kを正の定数として，x(t)は微分方程式
x′ = −kxを満たします 1。

一般解と特殊解

放射性物質の崩壊に関する上の方程式 x′ = −kxにおいて，定数 kが具体的に与えられたとします。
このとき，x(t)はひとつの関数に決まるかというと，そうではありません。なぜならば，x(t)は時刻 t

での物質の量ですから，それは「最初に物質がどれだけあったか」すなわち x(0)がわからないと決ま
らないからです。この x(0)を初期値といい，初期値が定まった時に求められる解を特殊解 (particular

solution)，初期値に関するパラメータを持ち，さまざまな初期値に応じて特殊解を求めることができる
形の解を一般解 (general solution)といいます 2。

1第１０回でくわしく説明します。
2初期値だけでなく，終端での条件も与えられる場合もあります。これを境界値問題といいます。
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第２部・第３部では，微分方程式を扱います。微分方程式とは，未知の関数とその微分（導関数）と
の関係で表された方程式で，その解は数ではなく関数です。例えば，xが tの関数 x(t)であるとき，そ
の１階および２階導関数を x′, x′′で表すと，x′ = xや x′ − 5x+3t = 0，x′′ − 5x′ +6x = 0などは微分方
程式です。１階導関数，２階導関数，. . . に関する微分方程式を１階微分方程式，２階微分方程式，. . .

といいます。また，１変数関数の微分方程式を常微分方程式，２変数以上の関数の偏微分に関する方程
式を偏微分方程式といいます。

注意しなければならないのは，微分方程式は特別な形のものしか解けないことです。そこで，さまざ
まな形の微分方程式に対する解法が研究されている一方で，方程式を解かずに解の挙動（t → ∞のとき
どうなるか，など）を知る「定性的理論」という研究があります。この講義では，解ける方程式とその
解法を，易しいものから順に説明していきます。

微分方程式の例

微分方程式は，対象としている量がある条件の下で変化するとき，その量と条件の関係を記したもの
です。微分方程式を解くとは，その条件下で，対象としている量がどのように変化するかを知ることで
す。このような問題は，物理学において現れてきたものです。

例えば，力 F，物体の質量m，物体の加速度 aの間にニュートンの運動方程式 F = maが成り立つこ
とが知られています。加速度は速度の微分で，速度は位置の微分ですから，時刻 tにおける物体の位置
を x(t)とすると，運動方程式は F = mx′′という微分方程式です。この方程式を解いて x(t)を求めると，
ある時刻における物体の位置が求まります。

さらに，運動方程式を物体の落下の問題にあてはめてみます。物体が空気中を落下するとき，物体は
下向きの重力と，上向きの空気抵抗力を受けます。重力は重力加速度を gとするとmgで表されます。
また，空気抵抗力は速度の 2乗に比例することが知られており，これは kを正の定数とすると−k(x′)2

と表されますから，運動方程式はmg − k(x′)2 = mx′′となります。

また，放射性物質の崩壊においては，「崩壊の速度が，現在存在する物質の量に比例する」ことが知
られています。そこで，時刻 tでの物質の量を x(t)とすると，kを正の定数として，x(t)は微分方程式
x′ = −kxを満たします 1。

一般解と特殊解

放射性物質の崩壊に関する上の方程式 x′ = −kxにおいて，定数 kが具体的に与えられたとします。
このとき，x(t)はひとつの関数に決まるかというと，そうではありません。なぜならば，x(t)は時刻 t

での物質の量ですから，それは「最初に物質がどれだけあったか」すなわち x(0)がわからないと決ま
らないからです。この x(0)を初期値といい，初期値が定まった時に求められる解を特殊解 (particular

solution)，初期値に関するパラメータを持ち，さまざまな初期値に応じて特殊解を求めることができる
形の解を一般解 (general solution)といいます 2。

1第１０回でくわしく説明します。
2初期値だけでなく，終端での条件も与えられる場合もあります。これを境界値問題といいます。
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一般解と特殊解
初期値が定まったときに求められる解を 
特殊解(particular solution) 
という

初期値が定まっていないとき， 
初期値を代入したらひとつの特殊解が求められる 
ような形の解を 
一般解(general solution) 
という

と表されます。このことから，
∫

1

x
dx = −

∫
kdt

log |x|+ C1 = −kt+ C2

log |x| = −kt+ (C2 − C1)

x = ± exp{−kt+ (C2 − C1)}
x = ± exp(C2 − C1) exp(−kt)

(6)

となります。C1, C2は積分定数です。そこで，± exp(C2 − C1)をあらためて定数 C とおくと，この方
程式の一般解は x(t) = C exp(−kt)となります。この計算では x ̸= 0としましたが，一方 x ≡ 0も元の
方程式に代入すると解であることがわかります。この解は一般解でC = 0とすると表すことができるの
で，これも１つの特殊解です。ここで，初期値 x(0) = x0であるならば，x0 = C exp(0)となるので，こ
の時の特殊解は x(t) = x0 exp(−kt)となります。

ところで，このような導出の過程を，通常は (2)式から

dx

x
= −kdt (7)

とあたかも分数の計算のように変形し，ここから (5)式を導きます。この式では，左辺に x，右辺に tと
変数が分離しているので，この形にできる微分方程式を変数分離形といいます。
関数 x(t)についての変数分離形の微分方程式は，一般には

g(x)x′ = f(t) (8)

の形になっています。これを，x′ =
dx

dt
として上記のやりかたで変形すると

g(x)dx = f(t)dt (9)

となり，両辺をそれぞれ積分して
∫

g(x)dx =

∫
f(t)dt+ C (10)

と解くことができます。C は積分定数です。初期値が x(t0) = x0 である場合は，求められた一般解に
t = t0, x = x0を代入して C の値を定め，特殊解を求めます。

例題

x(t)の微分方程式

9x · x′ + 4t = 0 (11)

を解いて一般解を求めてください。また，初期値を x(3) = 2とするときの特殊解を求めてください。

（解答）x′ =
dx

dt
として変数を分離すると

9xdx = −4tdt (12)
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特異解と解の一意性

特異解(singular  
solution)という

解の一意性

関数 x(t)に関する微分方程式 x′ = x
1
3 を考えます。x = {2

3
(t+C)}

3
2（Cは定数）はこの方程式の一般

解です（方程式に代入して確かめてみてください）。一方，x ≡ 0も明らかに解ですが，この解は上の一
般解で定数Cをどう変えても出てきません。このように一般解からは出てこない解を，特異解 (singular

solution)といいます。

初期値がひとつ定まったときに解がひとつだけに定まることを，解が一意 (unique)であるといいま
す。上の例では，初期値が x(0) = 0のとき，一般解からは C = 0で x = (

2

3
t)

3
2 が得られ，一方特異解

x ≡ 0もこの初期値を満たしますから，解が一意ではありません。

微分方程式の解が一意である（十分）条件としてよく知られているものに，Lipschitz（リプシッツ）
条件というものがあります。これは，微分方程式が x′(t) = f(t, x)の形で表されるときに，f(t, x)をあ
らためて t, xの関数と考えたとき，初期値のまわりでどんな x1, x2に対しても

|f(t, x1)− f(t, x2)| ! L|x1 − x2| (1)

となる定数 Lが存在するならば，この微分方程式のその初期値を満たす解は一意に定まる，というもの
です（証明の概略は付録１）。(1)式は，関数 f(t, x)が xのわずかな変化に対していくらでも急峻に変化
するということはない，という条件を表しています。

さきほどの例の微分方程式 x′ = x
1
3 では，f(t, x) = x

1
3 です。この関数は x = 0で微分不可能で，x = 0

に近づくと傾きがいくらでも大きくなります。したがって，x = 0に近づけば近づくほど，xのわずか
な変化に対して f(t, x)の変化はいくらでも大きくなり，Lipschitz条件を満たしていません 3。

変数分離形

もっとも簡単な微分方程式として，上で述べた核崩壊に関する方程式 x′ = −kxを考えてみましょう。
この方程式は，

dx

dt
= −kx (2)

と書くことができます。この方程式を，x ̸= 0として

1

x

dx

dt
= −k (3)

と変形し，両辺を tで積分すると，
∫

1

x

dx

dt
dt =

∫
(−k)dt (4)

となりますが，左辺は置換積分を使うことで
∫

1

x
dx =

∫
(−k)dt (5)

3Lipschitz条件は解が一意であるための十分条件ですから，Lipschitz条件を満たさないからといって解が一意でないとは，
必ずしもいえません。
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の一般解

解の一意性

関数 x(t)に関する微分方程式 x′ = x
1
3 を考えます。x = {2

3
(t+C)}

3
2（Cは定数）はこの方程式の一般

解です（方程式に代入して確かめてみてください）。一方，x ≡ 0も明らかに解ですが，この解は上の一
般解で定数Cをどう変えても出てきません。このように一般解からは出てこない解を，特異解 (singular

solution)といいます。

初期値がひとつ定まったときに解がひとつだけに定まることを，解が一意 (unique)であるといいま
す。上の例では，初期値が x(0) = 0のとき，一般解からは C = 0で x = (

2

3
t)

3
2 が得られ，一方特異解

x ≡ 0もこの初期値を満たしますから，解が一意ではありません。

微分方程式の解が一意である（十分）条件としてよく知られているものに，Lipschitz（リプシッツ）
条件というものがあります。これは，微分方程式が x′(t) = f(t, x)の形で表されるときに，f(t, x)をあ
らためて t, xの関数と考えたとき，初期値のまわりでどんな x1, x2に対しても

|f(t, x1)− f(t, x2)| ! L|x1 − x2| (1)

となる定数 Lが存在するならば，この微分方程式のその初期値を満たす解は一意に定まる，というもの
です（証明の概略は付録１）。(1)式は，関数 f(t, x)が xのわずかな変化に対していくらでも急峻に変化
するということはない，という条件を表しています。

さきほどの例の微分方程式 x′ = x
1
3 では，f(t, x) = x

1
3 です。この関数は x = 0で微分不可能で，x = 0

に近づくと傾きがいくらでも大きくなります。したがって，x = 0に近づけば近づくほど，xのわずか
な変化に対して f(t, x)の変化はいくらでも大きくなり，Lipschitz条件を満たしていません 3。

変数分離形

もっとも簡単な微分方程式として，上で述べた核崩壊に関する方程式 x′ = −kxを考えてみましょう。
この方程式は，

dx

dt
= −kx (2)

と書くことができます。この方程式を，x ̸= 0として

1

x

dx

dt
= −k (3)

と変形し，両辺を tで積分すると，
∫

1

x

dx

dt
dt =

∫
(−k)dt (4)

となりますが，左辺は置換積分を使うことで
∫

1

x
dx =

∫
(−k)dt (5)

3Lipschitz条件は解が一意であるための十分条件ですから，Lipschitz条件を満たさないからといって解が一意でないとは，
必ずしもいえません。
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(Cは定数）

(なぜならば）

解の一意性

関数 x(t)に関する微分方程式 x′ = x
1
3 を考えます。x = {2

3
(t+C)}

3
2（Cは定数）はこの方程式の一般

解です（方程式に代入して確かめてみてください）。一方，x ≡ 0も明らかに解ですが，この解は上の一
般解で定数Cをどう変えても出てきません。このように一般解からは出てこない解を，特異解 (singular

solution)といいます。

x′ =
3

2
{2
3
(t+ C)}

1
2 · 2

3

= {2
3
(t+ C)}

1
2 = x

1
3

(1)

初期値がひとつ定まったときに解がひとつだけに定まることを，解が一意 (unique)であるといいま
す。上の例では，初期値が x(0) = 0のとき，一般解からは C = 0で x = (

2

3
t)

3
2 が得られ，一方特異解

x ≡ 0もこの初期値を満たしますから，解が一意ではありません。

微分方程式の解が一意である（十分）条件としてよく知られているものに，Lipschitz（リプシッツ）
条件というものがあります。これは，微分方程式が x′(t) = f(t, x)の形で表されるときに，f(t, x)をあ
らためて t, xの関数と考えたとき，初期値のまわりでどんな x1, x2に対しても

|f(t, x1)− f(t, x2)| ! L|x1 − x2| (2)

となる定数 Lが存在するならば，この微分方程式のその初期値を満たす解は一意に定まる，というもの
です（証明の概略は付録１）。(2)式は，関数 f(t, x)が xのわずかな変化に対していくらでも急峻に変化
するということはない，という条件を表しています。

さきほどの例の微分方程式 x′ = x
1
3 では，f(t, x) = x

1
3 です。この関数は x = 0で微分不可能で，x = 0

に近づくと傾きがいくらでも大きくなります。したがって，x = 0に近づけば近づくほど，xのわずか
な変化に対して f(t, x)の変化はいくらでも大きくなり，Lipschitz条件を満たしていません 3。

変数分離形

もっとも簡単な微分方程式として，上で述べた核崩壊に関する方程式 x′ = −kxを考えてみましょう。
この方程式は，

dx

dt
= −kx (3)

と書くことができます。この方程式を，x ̸= 0として

1

x

dx

dt
= −k (4)

と変形し，両辺を tで積分すると，
∫

1

x

dx

dt
dt =

∫
(−k)dt (5)

3Lipschitz条件は解が一意であるための十分条件ですから，Lipschitz条件を満たさないからといって解が一意でないとは，
必ずしもいえません。
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解の一意性

関数 x(t)に関する微分方程式 x′ = x
1
3 を考えます。x = {2

3
(t+C)}

3
2（Cは定数）はこの方程式の一般

解です（方程式に代入して確かめてみてください）。一方，x ≡ 0も明らかに解ですが，この解は上の一
般解で定数Cをどう変えても出てきません。このように一般解からは出てこない解を，特異解 (singular

solution)といいます。

初期値がひとつ定まったときに解がひとつだけに定まることを，解が一意 (unique)であるといいま
す。上の例では，初期値が x(0) = 0のとき，一般解からは C = 0で x = (

2

3
t)

3
2 が得られ，一方特異解

x ≡ 0もこの初期値を満たしますから，解が一意ではありません。

微分方程式の解が一意である（十分）条件としてよく知られているものに，Lipschitz（リプシッツ）
条件というものがあります。これは，微分方程式が x′(t) = f(t, x)の形で表されるときに，f(t, x)をあ
らためて t, xの関数と考えたとき，初期値のまわりでどんな x1, x2に対しても

|f(t, x1)− f(t, x2)| ! L|x1 − x2| (1)

となる定数 Lが存在するならば，この微分方程式のその初期値を満たす解は一意に定まる，というもの
です（証明の概略は付録１）。(1)式は，関数 f(t, x)が xのわずかな変化に対していくらでも急峻に変化
するということはない，という条件を表しています。

さきほどの例の微分方程式 x′ = x
1
3 では，f(t, x) = x

1
3 です。この関数は x = 0で微分不可能で，x = 0

に近づくと傾きがいくらでも大きくなります。したがって，x = 0に近づけば近づくほど，xのわずか
な変化に対して f(t, x)の変化はいくらでも大きくなり，Lipschitz条件を満たしていません 3。

変数分離形

もっとも簡単な微分方程式として，上で述べた核崩壊に関する方程式 x′ = −kxを考えてみましょう。
この方程式は，

dx

dt
= −kx (2)

と書くことができます。この方程式を，x ̸= 0として

1

x

dx

dt
= −k (3)

と変形し，両辺を tで積分すると，
∫

1

x

dx

dt
dt =

∫
(−k)dt (4)

となりますが，左辺は置換積分を使うことで
∫

1

x
dx =

∫
(−k)dt (5)

3Lipschitz条件は解が一意であるための十分条件ですから，Lipschitz条件を満たさないからといって解が一意でないとは，
必ずしもいえません。
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x

t

C = 0

– C

C > 0

C < 0

一般解
でも，x ≡ 0 も解では？解の一意性

関数 x(t)に関する微分方程式 x′ = x
1
3 を考えます。x = {2

3
(t+C)}

3
2（Cは定数）はこの方程式の一般

解です（方程式に代入して確かめてみてください）。一方，x ≡ 0も明らかに解ですが，この解は上の一
般解で定数Cをどう変えても出てきません。このように一般解からは出てこない解を，特異解 (singular

solution)といいます。

初期値がひとつ定まったときに解がひとつだけに定まることを，解が一意 (unique)であるといいま
す。上の例では，初期値が x(0) = 0のとき，一般解からは C = 0で x = (

2

3
t)

3
2 が得られ，一方特異解

x ≡ 0もこの初期値を満たしますから，解が一意ではありません。

微分方程式の解が一意である（十分）条件としてよく知られているものに，Lipschitz（リプシッツ）
条件というものがあります。これは，微分方程式が x′(t) = f(t, x)の形で表されるときに，f(t, x)をあ
らためて t, xの関数と考えたとき，初期値のまわりでどんな x1, x2に対しても

|f(t, x1)− f(t, x2)| ! L|x1 − x2| (1)

となる定数 Lが存在するならば，この微分方程式のその初期値を満たす解は一意に定まる，というもの
です（証明の概略は付録１）。(1)式は，関数 f(t, x)が xのわずかな変化に対していくらでも急峻に変化
するということはない，という条件を表しています。

さきほどの例の微分方程式 x′ = x
1
3 では，f(t, x) = x

1
3 です。この関数は x = 0で微分不可能で，x = 0

に近づくと傾きがいくらでも大きくなります。したがって，x = 0に近づけば近づくほど，xのわずか
な変化に対して f(t, x)の変化はいくらでも大きくなり，Lipschitz条件を満たしていません 3。

変数分離形

もっとも簡単な微分方程式として，上で述べた核崩壊に関する方程式 x′ = −kxを考えてみましょう。
この方程式は，

dx

dt
= −kx (2)

と書くことができます。この方程式を，x ̸= 0として

1

x

dx

dt
= −k (3)

と変形し，両辺を tで積分すると，
∫

1

x

dx

dt
dt =

∫
(−k)dt (4)

となりますが，左辺は置換積分を使うことで
∫

1

x
dx =

∫
(−k)dt (5)

3Lipschitz条件は解が一意であるための十分条件ですから，Lipschitz条件を満たさないからといって解が一意でないとは，
必ずしもいえません。
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一般解 には
Cをどう変えても含まれない

x ≡ 0
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特異解と解の一意性

一意性の十分条件のひとつ「リプシッツ条件」

初期値がひとつ定まったときに， 
解がひとつだけに決まることを， 
解が一意(unique)であるという

解の一意性

関数 x(t)に関する微分方程式 x′ = x
1
3 を考えます。x = {2

3
(t+C)}

3
2（Cは定数）はこの方程式の一般

解です（方程式に代入して確かめてみてください）。一方，x ≡ 0も明らかに解ですが，この解は上の一
般解で定数Cをどう変えても出てきません。このように一般解からは出てこない解を，特異解 (singular

solution)といいます。

初期値がひとつ定まったときに解がひとつだけに定まることを，解が一意 (unique)であるといいま
す。上の例では，初期値が x(0) = 0のとき，一般解からは C = 0で x = (

2

3
t)

3
2 が得られ，一方特異解

x ≡ 0もこの初期値を満たしますから，解が一意ではありません。

微分方程式の解が一意である（十分）条件としてよく知られているものに，Lipschitz（リプシッツ）
条件というものがあります。これは，微分方程式が x′(t) = f(t, x)の形で表されるときに，f(t, x)をあ
らためて t, xの関数と考えたとき，初期値のまわりでどんな x1, x2に対しても

|f(t, x1)− f(t, x2)| ! L|x1 − x2| (1)

となる定数 Lが存在するならば，この微分方程式のその初期値を満たす解は一意に定まる，というもの
です（証明の概略は付録１）。(1)式は，関数 f(t, x)が xのわずかな変化に対していくらでも急峻に変化
するということはない，という条件を表しています。

さきほどの例の微分方程式 x′ = x
1
3 では，f(t, x) = x

1
3 です。この関数は x = 0で微分不可能で，x = 0

に近づくと傾きがいくらでも大きくなります。したがって，x = 0に近づけば近づくほど，xのわずか
な変化に対して f(t, x)の変化はいくらでも大きくなり，Lipschitz条件を満たしていません 3。

変数分離形

もっとも簡単な微分方程式として，上で述べた核崩壊に関する方程式 x′ = −kxを考えてみましょう。
この方程式は，

dx

dt
= −kx (2)

と書くことができます。この方程式を，x ̸= 0として

1

x

dx

dt
= −k (3)

と変形し，両辺を tで積分すると，
∫

1

x

dx

dt
dt =

∫
(−k)dt (4)

となりますが，左辺は置換積分を使うことで
∫

1

x
dx =

∫
(−k)dt (5)

3Lipschitz条件は解が一意であるための十分条件ですから，Lipschitz条件を満たさないからといって解が一意でないとは，
必ずしもいえません。
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微分方程式が 
初期値のまわりでどんな x1, x2 についても

のとき，

解の一意性

関数 x(t)に関する微分方程式 x′ = x
1
3 を考えます。x = {2

3
(t+C)}

3
2（Cは定数）はこの方程式の一般

解です（方程式に代入して確かめてみてください）。一方，x ≡ 0も明らかに解ですが，この解は上の一
般解で定数Cをどう変えても出てきません。このように一般解からは出てこない解を，特異解 (singular

solution)といいます。

初期値がひとつ定まったときに解がひとつだけに定まることを，解が一意 (unique)であるといいま
す。上の例では，初期値が x(0) = 0のとき，一般解からは C = 0で x = (

2

3
t)

3
2 が得られ，一方特異解

x ≡ 0もこの初期値を満たしますから，解が一意ではありません。

微分方程式の解が一意である（十分）条件としてよく知られているものに，Lipschitz（リプシッツ）
条件というものがあります。これは，微分方程式が x′(t) = f(t, x)の形で表されるときに，f(t, x)をあ
らためて t, xの関数と考えたとき，初期値のまわりでどんな x1, x2に対しても

|f(t, x1)− f(t, x2)| ! L|x1 − x2| (1)

となる定数 Lが存在するならば，この微分方程式のその初期値を満たす解は一意に定まる，というもの
です（証明の概略は付録１）。(1)式は，関数 f(t, x)が xのわずかな変化に対していくらでも急峻に変化
するということはない，という条件を表しています。

さきほどの例の微分方程式 x′ = x
1
3 では，f(t, x) = x

1
3 です。この関数は x = 0で微分不可能で，x = 0

に近づくと傾きがいくらでも大きくなります。したがって，x = 0に近づけば近づくほど，xのわずか
な変化に対して f(t, x)の変化はいくらでも大きくなり，Lipschitz条件を満たしていません 3。

変数分離形

もっとも簡単な微分方程式として，上で述べた核崩壊に関する方程式 x′ = −kxを考えてみましょう。
この方程式は，

dx

dt
= −kx (2)

と書くことができます。この方程式を，x ̸= 0として

1

x

dx

dt
= −k (3)

と変形し，両辺を tで積分すると，
∫

1

x

dx

dt
dt =

∫
(−k)dt (4)

となりますが，左辺は置換積分を使うことで
∫

1

x
dx =

∫
(−k)dt (5)

3Lipschitz条件は解が一意であるための十分条件ですから，Lipschitz条件を満たさないからといって解が一意でないとは，
必ずしもいえません。
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となる定数 L があるなら，その初期値について一意

x のわずかな変化について， 
f がいくらでも大きく変化する，ということはない
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変数分離形
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変数分離形
を解く

2014年度春学期　応用数学（解析）　第５回
第２部・基本的な微分方程式／　微分方程式とは・変数分離形

微分方程式とは

第２部・第３部では，微分方程式を扱います。微分方程式とは，未知の関数とその微分（導関数）と
の関係で表された方程式で，その解は数ではなく関数です。例えば，xが tの関数 x(t)であるとき，そ
の１階および２階導関数を x′, x′′で表すと，x′ = xや x′ − 5x+3t = 0，x′′ − 5x′ +6x = 0などは微分方
程式です。１階導関数，２階導関数，. . . に関する微分方程式を１階微分方程式，２階微分方程式，. . .

といいます。また，１変数関数の微分方程式を常微分方程式，２変数以上の関数の偏微分に関する方程
式を偏微分方程式といいます。

注意しなければならないのは，微分方程式は特別な形のものしか解けないことです。そこで，さまざ
まな形の微分方程式に対する解法が研究されている一方で，方程式を解かずに解の挙動（t → ∞のとき
どうなるか，など）を知る「定性的理論」という研究があります。この講義では，解ける方程式とその
解法を，易しいものから順に説明していきます。

微分方程式の例

微分方程式は，対象としている量がある条件の下で変化するとき，その量と条件の関係を記したもの
です。微分方程式を解くとは，その条件下で，対象としている量がどのように変化するかを知ることで
す。このような問題は，物理学において現れてきたものです。

例えば，力 F，物体の質量m，物体の加速度 aの間にニュートンの運動方程式 F = maが成り立つこ
とが知られています。加速度は速度の微分で，速度は位置の微分ですから，時刻 tにおける物体の位置
を x(t)とすると，運動方程式は F = mx′′という微分方程式です。この方程式を解いて x(t)を求めると，
ある時刻における物体の位置が求まります。

さらに，運動方程式を物体の落下の問題にあてはめてみます。物体が空気中を落下するとき，物体は
下向きの重力と，上向きの空気抵抗力を受けます。重力は重力加速度を gとするとmgで表されます。
また，空気抵抗力は速度の 2乗に比例することが知られており，これは kを正の定数とすると−k(x′)2

と表されますから，運動方程式はmg − k(x′)2 = mx′′となります。

また，放射性物質の崩壊においては，「崩壊の速度が，現在存在する物質の量に比例する」ことが知
られています。そこで，時刻 tでの物質の量を x(t)とすると，kを正の定数として，x(t)は微分方程式
x′ = −kxを満たします 1。

一般解と特殊解

放射性物質の崩壊に関する上の方程式 x′ = −kxにおいて，定数 kが具体的に与えられたとします。
このとき，x(t)はひとつの関数に決まるかというと，そうではありません。なぜならば，x(t)は時刻 t

での物質の量ですから，それは「最初に物質がどれだけあったか」すなわち x(0)がわからないと決ま
らないからです。この x(0)を初期値といい，初期値が定まった時に求められる解を特殊解 (particular

solution)，初期値に関するパラメータを持ち，さまざまな初期値に応じて特殊解を求めることができる
形の解を一般解 (general solution)といいます 2。

1第１０回でくわしく説明します。
2初期値だけでなく，終端での条件も与えられる場合もあります。これを境界値問題といいます。
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解の一意性

関数 x(t)に関する微分方程式 x′ = x
1
3 を考えます。x = {2

3
(t+C)}

3
2（Cは定数）はこの方程式の一般

解です（方程式に代入して確かめてみてください）。一方，x ≡ 0も明らかに解ですが，この解は上の一
般解で定数Cをどう変えても出てきません。このように一般解からは出てこない解を，特異解 (singular

solution)といいます。

初期値がひとつ定まったときに解がひとつだけに定まることを，解が一意 (unique)であるといいま
す。上の例では，初期値が x(0) = 0のとき，一般解からは C = 0で x = (

2

3
t)

3
2 が得られ，一方特異解

x ≡ 0もこの初期値を満たしますから，解が一意ではありません。

微分方程式の解が一意である（十分）条件としてよく知られているものに，Lipschitz（リプシッツ）
条件というものがあります。これは，微分方程式が x′(t) = f(t, x)の形で表されるときに，f(t, x)をあ
らためて t, xの関数と考えたとき，初期値のまわりでどんな x1, x2に対しても

|f(t, x1)− f(t, x2)| ! L|x1 − x2| (1)

となる定数 Lが存在するならば，この微分方程式のその初期値を満たす解は一意に定まる，というもの
です（証明の概略は付録１）。(1)式は，関数 f(t, x)が xのわずかな変化に対していくらでも急峻に変化
するということはない，という条件を表しています。

さきほどの例の微分方程式 x′ = x
1
3 では，f(t, x) = x

1
3 です。この関数は x = 0で微分不可能で，x = 0

に近づくと傾きがいくらでも大きくなります。したがって，x = 0に近づけば近づくほど，xのわずか
な変化に対して f(t, x)の変化はいくらでも大きくなり，Lipschitz条件を満たしていません 3。

変数分離形

もっとも簡単な微分方程式として，上で述べた核崩壊に関する方程式 x′ = −kxを考えてみましょう。
この方程式は，

dx

dt
= −kx (2)

と書くことができます。この方程式を，x ̸= 0として

1

x

dx

dt
= −k (3)

と変形し，両辺を tで積分すると，
∫

1

x

dx

dt
dt =

∫
(−k)dt (4)

となりますが，左辺は置換積分を使うことで
∫

1

x
dx =

∫
(−k)dt (5)

3Lipschitz条件は解が一意であるための十分条件ですから，Lipschitz条件を満たさないからといって解が一意でないとは，
必ずしもいえません。
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と直す

解の一意性

関数 x(t)に関する微分方程式 x′ = x
1
3 を考えます。x = {2

3
(t+C)}

3
2（Cは定数）はこの方程式の一般

解です（方程式に代入して確かめてみてください）。一方，x ≡ 0も明らかに解ですが，この解は上の一
般解で定数Cをどう変えても出てきません。このように一般解からは出てこない解を，特異解 (singular

solution)といいます。

初期値がひとつ定まったときに解がひとつだけに定まることを，解が一意 (unique)であるといいま
す。上の例では，初期値が x(0) = 0のとき，一般解からは C = 0で x = (

2

3
t)

3
2 が得られ，一方特異解

x ≡ 0もこの初期値を満たしますから，解が一意ではありません。

微分方程式の解が一意である（十分）条件としてよく知られているものに，Lipschitz（リプシッツ）
条件というものがあります。これは，微分方程式が x′(t) = f(t, x)の形で表されるときに，f(t, x)をあ
らためて t, xの関数と考えたとき，初期値のまわりでどんな x1, x2に対しても

|f(t, x1)− f(t, x2)| ! L|x1 − x2| (1)

となる定数 Lが存在するならば，この微分方程式のその初期値を満たす解は一意に定まる，というもの
です（証明の概略は付録１）。(1)式は，関数 f(t, x)が xのわずかな変化に対していくらでも急峻に変化
するということはない，という条件を表しています。

さきほどの例の微分方程式 x′ = x
1
3 では，f(t, x) = x

1
3 です。この関数は x = 0で微分不可能で，x = 0

に近づくと傾きがいくらでも大きくなります。したがって，x = 0に近づけば近づくほど，xのわずか
な変化に対して f(t, x)の変化はいくらでも大きくなり，Lipschitz条件を満たしていません 3。

変数分離形

もっとも簡単な微分方程式として，上で述べた核崩壊に関する方程式 x′ = −kxを考えてみましょう。
この方程式は，

dx

dt
= −kx (2)

と書くことができます。この方程式を，x ̸= 0として

1

x

dx

dt
= −k (3)

と変形し，両辺を tで積分すると，
∫

1

x

dx

dt
dt =

∫
(−k)dt (4)

となりますが，左辺は置換積分を使うことで
∫

1

x
dx =

∫
(−k)dt (5)

3Lipschitz条件は解が一意であるための十分条件ですから，Lipschitz条件を満たさないからといって解が一意でないとは，
必ずしもいえません。
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として

解の一意性

関数 x(t)に関する微分方程式 x′ = x
1
3 を考えます。x = {2

3
(t+C)}

3
2（Cは定数）はこの方程式の一般

解です（方程式に代入して確かめてみてください）。一方，x ≡ 0も明らかに解ですが，この解は上の一
般解で定数Cをどう変えても出てきません。このように一般解からは出てこない解を，特異解 (singular

solution)といいます。

初期値がひとつ定まったときに解がひとつだけに定まることを，解が一意 (unique)であるといいま
す。上の例では，初期値が x(0) = 0のとき，一般解からは C = 0で x = (

2

3
t)

3
2 が得られ，一方特異解

x ≡ 0もこの初期値を満たしますから，解が一意ではありません。

微分方程式の解が一意である（十分）条件としてよく知られているものに，Lipschitz（リプシッツ）
条件というものがあります。これは，微分方程式が x′(t) = f(t, x)の形で表されるときに，f(t, x)をあ
らためて t, xの関数と考えたとき，初期値のまわりでどんな x1, x2に対しても

|f(t, x1)− f(t, x2)| ! L|x1 − x2| (1)

となる定数 Lが存在するならば，この微分方程式のその初期値を満たす解は一意に定まる，というもの
です（証明の概略は付録１）。(1)式は，関数 f(t, x)が xのわずかな変化に対していくらでも急峻に変化
するということはない，という条件を表しています。

さきほどの例の微分方程式 x′ = x
1
3 では，f(t, x) = x

1
3 です。この関数は x = 0で微分不可能で，x = 0

に近づくと傾きがいくらでも大きくなります。したがって，x = 0に近づけば近づくほど，xのわずか
な変化に対して f(t, x)の変化はいくらでも大きくなり，Lipschitz条件を満たしていません 3。

変数分離形

もっとも簡単な微分方程式として，上で述べた核崩壊に関する方程式 x′ = −kxを考えてみましょう。
この方程式は，

dx

dt
= −kx (2)

と書くことができます。この方程式を，x ̸= 0として

1

x

dx

dt
= −k (3)

と変形し，両辺を tで積分すると，
∫

1

x

dx

dt
dt =

∫
(−k)dt (4)

となりますが，左辺は置換積分を使うことで
∫

1

x
dx =

∫
(−k)dt (5)

3Lipschitz条件は解が一意であるための十分条件ですから，Lipschitz条件を満たさないからといって解が一意でないとは，
必ずしもいえません。
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と変形する

解の一意性

関数 x(t)に関する微分方程式 x′ = x
1
3 を考えます。x = {2

3
(t+C)}

3
2（Cは定数）はこの方程式の一般

解です（方程式に代入して確かめてみてください）。一方，x ≡ 0も明らかに解ですが，この解は上の一
般解で定数Cをどう変えても出てきません。このように一般解からは出てこない解を，特異解 (singular

solution)といいます。

初期値がひとつ定まったときに解がひとつだけに定まることを，解が一意 (unique)であるといいま
す。上の例では，初期値が x(0) = 0のとき，一般解からは C = 0で x = (

2

3
t)

3
2 が得られ，一方特異解

x ≡ 0もこの初期値を満たしますから，解が一意ではありません。

微分方程式の解が一意である（十分）条件としてよく知られているものに，Lipschitz（リプシッツ）
条件というものがあります。これは，微分方程式が x′(t) = f(t, x)の形で表されるときに，f(t, x)をあ
らためて t, xの関数と考えたとき，初期値のまわりでどんな x1, x2に対しても

|f(t, x1)− f(t, x2)| ! L|x1 − x2| (1)

となる定数 Lが存在するならば，この微分方程式のその初期値を満たす解は一意に定まる，というもの
です（証明の概略は付録１）。(1)式は，関数 f(t, x)が xのわずかな変化に対していくらでも急峻に変化
するということはない，という条件を表しています。

さきほどの例の微分方程式 x′ = x
1
3 では，f(t, x) = x

1
3 です。この関数は x = 0で微分不可能で，x = 0

に近づくと傾きがいくらでも大きくなります。したがって，x = 0に近づけば近づくほど，xのわずか
な変化に対して f(t, x)の変化はいくらでも大きくなり，Lipschitz条件を満たしていません 3。

変数分離形

もっとも簡単な微分方程式として，上で述べた核崩壊に関する方程式 x′ = −kxを考えてみましょう。
この方程式は，

dx

dt
= −kx (2)

と書くことができます。この方程式を，x ̸= 0として

1

x

dx

dt
= −k (3)

と変形し，両辺を tで積分すると，
∫

1

x

dx

dt
dt =

∫
(−k)dt (4)

となりますが，左辺は置換積分を使うことで
∫

1

x
dx =

∫
(−k)dt (5)

3Lipschitz条件は解が一意であるための十分条件ですから，Lipschitz条件を満たさないからといって解が一意でないとは，
必ずしもいえません。
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両辺を t で積分

解の一意性

関数 x(t)に関する微分方程式 x′ = x
1
3 を考えます。x = {2

3
(t+C)}

3
2（Cは定数）はこの方程式の一般

解です（方程式に代入して確かめてみてください）。一方，x ≡ 0も明らかに解ですが，この解は上の一
般解で定数Cをどう変えても出てきません。このように一般解からは出てこない解を，特異解 (singular

solution)といいます。

初期値がひとつ定まったときに解がひとつだけに定まることを，解が一意 (unique)であるといいま
す。上の例では，初期値が x(0) = 0のとき，一般解からは C = 0で x = (

2

3
t)

3
2 が得られ，一方特異解

x ≡ 0もこの初期値を満たしますから，解が一意ではありません。

微分方程式の解が一意である（十分）条件としてよく知られているものに，Lipschitz（リプシッツ）
条件というものがあります。これは，微分方程式が x′(t) = f(t, x)の形で表されるときに，f(t, x)をあ
らためて t, xの関数と考えたとき，初期値のまわりでどんな x1, x2に対しても

|f(t, x1)− f(t, x2)| ! L|x1 − x2| (1)

となる定数 Lが存在するならば，この微分方程式のその初期値を満たす解は一意に定まる，というもの
です（証明の概略は付録１）。(1)式は，関数 f(t, x)が xのわずかな変化に対していくらでも急峻に変化
するということはない，という条件を表しています。

さきほどの例の微分方程式 x′ = x
1
3 では，f(t, x) = x

1
3 です。この関数は x = 0で微分不可能で，x = 0

に近づくと傾きがいくらでも大きくなります。したがって，x = 0に近づけば近づくほど，xのわずか
な変化に対して f(t, x)の変化はいくらでも大きくなり，Lipschitz条件を満たしていません 3。

変数分離形

もっとも簡単な微分方程式として，上で述べた核崩壊に関する方程式 x′ = −kxを考えてみましょう。
この方程式は，

dx

dt
= −kx (2)

と書くことができます。この方程式を，x ̸= 0として

1

x

dx

dt
= −k (3)

と変形し，両辺を tで積分すると，
∫

1

x

dx

dt
dt =

∫
(−k)dt (4)

となりますが，左辺は置換積分を使うことで
∫

1

x
dx =

∫
(−k)dt (5)

3Lipschitz条件は解が一意であるための十分条件ですから，Lipschitz条件を満たさないからといって解が一意でないとは，
必ずしもいえません。
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置換積分をする

積分を解く

と表されます。このことから，
∫

1

x
dx = −

∫
kdt

log |x|+ C1 = −kt+ C2

log |x| = −kt+ (C2 − C1)

x = ± exp{−kt+ (C2 − C1)}
x = ± exp(C2 − C1) exp(−kt)

(6)

となります。C1, C2は積分定数です。そこで，± exp(C2 − C1)をあらためて定数 C とおくと，この方
程式の一般解は x(t) = C exp(−kt)となります。この計算では x ̸= 0としましたが，一方 x ≡ 0も元の
方程式に代入すると解であることがわかります。この解は一般解でC = 0とすると表すことができるの
で，これも１つの特殊解です。ここで，初期値 x(0) = x0であるならば，x0 = C exp(0)となるので，こ
の時の特殊解は x(t) = x0 exp(−kt)となります。

ところで，このような導出の過程を，通常は (2)式から

dx

x
= −kdt (7)

とあたかも分数の計算のように変形し，ここから (5)式を導きます。この式では，左辺に x，右辺に tと
変数が分離しているので，この形にできる微分方程式を変数分離形といいます。
関数 x(t)についての変数分離形の微分方程式は，一般には

g(x)x′ = f(t) (8)

の形になっています。これを，x′ =
dx

dt
として上記のやりかたで変形すると

g(x)dx = f(t)dt (9)

となり，両辺をそれぞれ積分して
∫

g(x)dx =

∫
f(t)dt+ C (10)

と解くことができます。C は積分定数です。初期値が x(t0) = x0 である場合は，求められた一般解に
t = t0, x = x0を代入して C の値を定め，特殊解を求めます。

例題

x(t)の微分方程式

9x · x′ + 4t = 0 (11)

を解いて一般解を求めてください。また，初期値を x(3) = 2とするときの特殊解を求めてください。

（解答）x′ =
dx

dt
として変数を分離すると

9xdx = −4tdt (12)
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C1, C2は 
積分定数
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2014年度春学期　応用数学（解析）　第５回
第２部・基本的な微分方程式／　微分方程式とは・変数分離形

微分方程式とは

第２部・第３部では，微分方程式を扱います。微分方程式とは，未知の関数とその微分（導関数）と
の関係で表された方程式で，その解は数ではなく関数です。例えば，xが tの関数 x(t)であるとき，そ
の１階および２階導関数を x′, x′′で表すと，x′ = xや x′ − 5x+3t = 0，x′′ − 5x′ +6x = 0などは微分方
程式です。１階導関数，２階導関数，. . . に関する微分方程式を１階微分方程式，２階微分方程式，. . .

といいます。また，１変数関数の微分方程式を常微分方程式，２変数以上の関数の偏微分に関する方程
式を偏微分方程式といいます。

注意しなければならないのは，微分方程式は特別な形のものしか解けないことです。そこで，さまざ
まな形の微分方程式に対する解法が研究されている一方で，方程式を解かずに解の挙動（t → ∞のとき
どうなるか，など）を知る「定性的理論」という研究があります。この講義では，解ける方程式とその
解法を，易しいものから順に説明していきます。

微分方程式の例

微分方程式は，対象としている量がある条件の下で変化するとき，その量と条件の関係を記したもの
です。微分方程式を解くとは，その条件下で，対象としている量がどのように変化するかを知ることで
す。このような問題は，物理学において現れてきたものです。

例えば，力 F，物体の質量m，物体の加速度 aの間にニュートンの運動方程式 F = maが成り立つこ
とが知られています。加速度は速度の微分で，速度は位置の微分ですから，時刻 tにおける物体の位置
を x(t)とすると，運動方程式は F = mx′′という微分方程式です。この方程式を解いて x(t)を求めると，
ある時刻における物体の位置が求まります。

さらに，運動方程式を物体の落下の問題にあてはめてみます。物体が空気中を落下するとき，物体は
下向きの重力と，上向きの空気抵抗力を受けます。重力は重力加速度を gとするとmgで表されます。
また，空気抵抗力は速度の 2乗に比例することが知られており，これは kを正の定数とすると−k(x′)2

と表されますから，運動方程式はmg − k(x′)2 = mx′′となります。

また，放射性物質の崩壊においては，「崩壊の速度が，現在存在する物質の量に比例する」ことが知
られています。そこで，時刻 tでの物質の量を x(t)とすると，kを正の定数として，x(t)は微分方程式
x′ = −kxを満たします 1。

一般解と特殊解

放射性物質の崩壊に関する上の方程式 x′ = −kxにおいて，定数 kが具体的に与えられたとします。
このとき，x(t)はひとつの関数に決まるかというと，そうではありません。なぜならば，x(t)は時刻 t

での物質の量ですから，それは「最初に物質がどれだけあったか」すなわち x(0)がわからないと決ま
らないからです。この x(0)を初期値といい，初期値が定まった時に求められる解を特殊解 (particular

solution)，初期値に関するパラメータを持ち，さまざまな初期値に応じて特殊解を求めることができる
形の解を一般解 (general solution)といいます 2。

1第１０回でくわしく説明します。
2初期値だけでなく，終端での条件も与えられる場合もあります。これを境界値問題といいます。
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積分を解く

と表されます。このことから，
∫

1

x
dx = −

∫
kdt

log |x|+ C1 = −kt+ C2

log |x| = −kt+ (C2 − C1)

x = ± exp{−kt+ (C2 − C1)}
x = ± exp(C2 − C1) exp(−kt)

(6)

となります。C1, C2は積分定数です。そこで，± exp(C2 − C1)をあらためて定数 C とおくと，この方
程式の一般解は x(t) = C exp(−kt)となります。この計算では x ̸= 0としましたが，一方 x ≡ 0も元の
方程式に代入すると解であることがわかります。この解は一般解でC = 0とすると表すことができるの
で，これも１つの特殊解です。ここで，初期値 x(0) = x0であるならば，x0 = C exp(0)となるので，こ
の時の特殊解は x(t) = x0 exp(−kt)となります。

ところで，このような導出の過程を，通常は (2)式から

dx

x
= −kdt (7)

とあたかも分数の計算のように変形し，ここから (5)式を導きます。この式では，左辺に x，右辺に tと
変数が分離しているので，この形にできる微分方程式を変数分離形といいます。
関数 x(t)についての変数分離形の微分方程式は，一般には

g(x)x′ = f(t) (8)

の形になっています。これを，x′ =
dx

dt
として上記のやりかたで変形すると

g(x)dx = f(t)dt (9)

となり，両辺をそれぞれ積分して
∫

g(x)dx =

∫
f(t)dt+ C (10)

と解くことができます。C は積分定数です。初期値が x(t0) = x0 である場合は，求められた一般解に
t = t0, x = x0を代入して C の値を定め，特殊解を求めます。

例題

x(t)の微分方程式

9x · x′ + 4t = 0 (11)

を解いて一般解を求めてください。また，初期値を x(3) = 2とするときの特殊解を求めてください。

（解答）x′ =
dx

dt
として変数を分離すると

9xdx = −4tdt (12)
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一般解は

x ≡ 0 も解で，一般解に含まれる。

解の一意性

関数 x(t)に関する微分方程式 x′ = x
1
3 を考えます。x = {2

3
(t+C)}

3
2（Cは定数）はこの方程式の一般

解です（方程式に代入して確かめてみてください）。一方，x ≡ 0も明らかに解ですが，この解は上の一
般解で定数Cをどう変えても出てきません。このように一般解からは出てこない解を，特異解 (singular

solution)といいます。

初期値がひとつ定まったときに解がひとつだけに定まることを，解が一意 (unique)であるといいま
す。上の例では，初期値が x(0) = 0のとき，一般解からは C = 0で x = (

2

3
t)

3
2 が得られ，一方特異解

x ≡ 0もこの初期値を満たしますから，解が一意ではありません。

微分方程式の解が一意である（十分）条件としてよく知られているものに，Lipschitz（リプシッツ）
条件というものがあります。これは，微分方程式が x′(t) = f(t, x)の形で表されるときに，f(t, x)をあ
らためて t, xの関数と考えたとき，初期値のまわりでどんな x1, x2に対しても

|f(t, x1)− f(t, x2)| ! L|x1 − x2| (1)

となる定数 Lが存在するならば，この微分方程式のその初期値を満たす解は一意に定まる，というもの
です（証明の概略は付録１）。(1)式は，関数 f(t, x)が xのわずかな変化に対していくらでも急峻に変化
するということはない，という条件を表しています。

さきほどの例の微分方程式 x′ = x
1
3 では，f(t, x) = x

1
3 です。この関数は x = 0で微分不可能で，x = 0

に近づくと傾きがいくらでも大きくなります。したがって，x = 0に近づけば近づくほど，xのわずか
な変化に対して f(t, x)の変化はいくらでも大きくなり，Lipschitz条件を満たしていません 3。

変数分離形

もっとも簡単な微分方程式として，上で述べた核崩壊に関する方程式 x′ = −kxを考えてみましょう。
この方程式は，

dx

dt
= −kx (2)

と書くことができます。この方程式を，x ̸= 0として

1

x

dx

dt
= −k (3)

と変形し，両辺を tで積分すると，
∫

1

x

dx

dt
dt =

∫
(−k)dt (4)

となりますが，左辺は置換積分を使うことで
∫

1

x
dx =

∫
(−k)dt (5)

3Lipschitz条件は解が一意であるための十分条件ですから，Lipschitz条件を満たさないからといって解が一意でないとは，
必ずしもいえません。
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第２部・基本的な微分方程式／　微分方程式とは・変数分離形

微分方程式とは

第２部・第３部では，微分方程式を扱います。微分方程式とは，未知の関数とその微分（導関数）と
の関係で表された方程式で，その解は数ではなく関数です。例えば，xが tの関数 x(t)であるとき，そ
の１階および２階導関数を x′, x′′で表すと，x′ = xや x′ − 5x+3t = 0，x′′ − 5x′ +6x = 0などは微分方
程式です。１階導関数，２階導関数，. . . に関する微分方程式を１階微分方程式，２階微分方程式，. . .

といいます。また，１変数関数の微分方程式を常微分方程式，２変数以上の関数の偏微分に関する方程
式を偏微分方程式といいます。

注意しなければならないのは，微分方程式は特別な形のものしか解けないことです。そこで，さまざ
まな形の微分方程式に対する解法が研究されている一方で，方程式を解かずに解の挙動（t → ∞のとき
どうなるか，など）を知る「定性的理論」という研究があります。この講義では，解ける方程式とその
解法を，易しいものから順に説明していきます。

微分方程式の例

微分方程式は，対象としている量がある条件の下で変化するとき，その量と条件の関係を記したもの
です。微分方程式を解くとは，その条件下で，対象としている量がどのように変化するかを知ることで
す。このような問題は，物理学において現れてきたものです。

例えば，力 F，物体の質量m，物体の加速度 aの間にニュートンの運動方程式 F = maが成り立つこ
とが知られています。加速度は速度の微分で，速度は位置の微分ですから，時刻 tにおける物体の位置
を x(t)とすると，運動方程式は F = mx′′という微分方程式です。この方程式を解いて x(t)を求めると，
ある時刻における物体の位置が求まります。
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放射性物質の崩壊に関する上の方程式 x′ = −kxにおいて，定数 kが具体的に与えられたとします。
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での物質の量ですから，それは「最初に物質がどれだけあったか」すなわち x(0)がわからないと決ま
らないからです。この x(0)を初期値といい，初期値が定まった時に求められる解を特殊解 (particular

solution)，初期値に関するパラメータを持ち，さまざまな初期値に応じて特殊解を求めることができる
形の解を一般解 (general solution)といいます 2。

1第１０回でくわしく説明します。
2初期値だけでなく，終端での条件も与えられる場合もあります。これを境界値問題といいます。
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と表されます。このことから，
∫
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∫
kdt
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x = ± exp{−kt+ (C2 − C1)}
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t = t0, x = x0を代入して C の値を定め，特殊解を求めます。

例題

x(t)の微分方程式

9x · x′ + 4t = 0 (11)

を解いて一般解を求めてください。また，初期値を x(3) = 2とするときの特殊解を求めてください。

（解答）x′ =
dx

dt
として変数を分離すると

9xdx = −4tdt (12)
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のように変形し

解の一意性

関数 x(t)に関する微分方程式 x′ = x
1
3 を考えます。x = {2

3
(t+C)}

3
2（Cは定数）はこの方程式の一般

解です（方程式に代入して確かめてみてください）。一方，x ≡ 0も明らかに解ですが，この解は上の一
般解で定数Cをどう変えても出てきません。このように一般解からは出てこない解を，特異解 (singular
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す。上の例では，初期値が x(0) = 0のとき，一般解からは C = 0で x = (

2

3
t)

3
2 が得られ，一方特異解

x ≡ 0もこの初期値を満たしますから，解が一意ではありません。

微分方程式の解が一意である（十分）条件としてよく知られているものに，Lipschitz（リプシッツ）
条件というものがあります。これは，微分方程式が x′(t) = f(t, x)の形で表されるときに，f(t, x)をあ
らためて t, xの関数と考えたとき，初期値のまわりでどんな x1, x2に対しても

|f(t, x1)− f(t, x2)| ! L|x1 − x2| (1)
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1
3 では，f(t, x) = x

1
3 です。この関数は x = 0で微分不可能で，x = 0

に近づくと傾きがいくらでも大きくなります。したがって，x = 0に近づけば近づくほど，xのわずか
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変数分離形
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dx

dt
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と書くことができます。この方程式を，x ̸= 0として

1

x

dx
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3Lipschitz条件は解が一意であるための十分条件ですから，Lipschitz条件を満たさないからといって解が一意でないとは，
必ずしもいえません。
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変数分離形
一般には

両辺それぞれを
積分すると

と表されます。このことから，
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x = ± exp{−kt+ (C2 − C1)}
x = ± exp(C2 − C1) exp(−kt)

(6)

となります。C1, C2は積分定数です。そこで，± exp(C2 − C1)をあらためて定数 C とおくと，この方
程式の一般解は x(t) = C exp(−kt)となります。この計算では x ̸= 0としましたが，一方 x ≡ 0も元の
方程式に代入すると解であることがわかります。この解は一般解でC = 0とすると表すことができるの
で，これも１つの特殊解です。ここで，初期値 x(0) = x0であるならば，x0 = C exp(0)となるので，こ
の時の特殊解は x(t) = x0 exp(−kt)となります。

ところで，このような導出の過程を，通常は (2)式から

dx
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= −kdt (7)

とあたかも分数の計算のように変形し，ここから (5)式を導きます。この式では，左辺に x，右辺に tと
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f(t)dt+ C (10)

と解くことができます。C は積分定数です。初期値が x(t0) = x0 である場合は，求められた一般解に
t = t0, x = x0を代入して C の値を定め，特殊解を求めます。

例題

x(t)の微分方程式

9x · x′ + 4t = 0 (11)

を解いて一般解を求めてください。また，初期値を x(3) = 2とするときの特殊解を求めてください。

（解答）x′ =
dx

dt
として変数を分離すると

9xdx = −4tdt (12)
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一般解に含まれる積分定数 C は， 
初期値を代入して定まり，特殊解が得られる
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を解いて

（ t – x 平面の楕円群）
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となります。C1, C2は積分定数です。そこで，± exp(C2 − C1)をあらためて定数 C とおくと，この方
程式の一般解は x(t) = C exp(−kt)となります。この計算では x ̸= 0としましたが，一方 x ≡ 0も元の
方程式に代入すると解であることがわかります。この解は一般解でC = 0とすると表すことができるの
で，これも１つの特殊解です。ここで，初期値 x(0) = x0であるならば，x0 = C exp(0)となるので，こ
の時の特殊解は x(t) = x0 exp(−kt)となります。
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f(t)dt+ C (10)

と解くことができます。C は積分定数です。初期値が x(t0) = x0 である場合は，求められた一般解に
t = t0, x = x0を代入して C の値を定め，特殊解を求めます。

例題

x(t)の微分方程式

9x · x′ + 4t = 0 (11)

を解いて一般解を求めてください。また，初期値を x(3) = 2とするときの特殊解を求めてください。

（解答）x′ =
dx

dt
として変数を分離すると

9xdx = −4tdt (12)
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（解答）x′ =
dx

dt
として変数を分離すると

9xdx = −4tdt (12)
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両辺それぞれを積分すると

となり，両辺をそれぞれ積分すると，C0を定数として
9

2
x2 = −2t2 + C0 (13)

という一般解が求められます。この解は，

t2

9
+

x2

4
= C1 (14)

と書き直すことができます（C1は別の定数）。この式は，解が t − x平面上の楕円群であることを示し
ています。

また，初期値が x(3) = 2のときは，(14)式に t = 3, x = 2を代入すると C1 = 2ですから，特殊解は

t2

9
+

x2

4
= 2 (15)

となります。■

問題

関数 x(t)に関する次の微分方程式を解いてください。a, bは定数とします。

1. x′ = 3t2x, x(0) = 1

2. tx′ = ax, x(1) = 1

3. x′ + ax+ b = 0, x(0) =
1− b

a
(a ̸= 0)

付録１：Lipschitz条件と，解の一意性の証明 4

関数x(t)についての微分方程式x′ = f(t, x), x(t0) = x0を考えます。f(t, x)が，t0−a ! t ! t0+a (a >

0)の範囲で連続で Lipschitz条件を満たす，すなわち |f(t, x1)− f(t, x2)| ! L|x1 − x2|を満たす Lが存
在するとします。このとき，t0 − a ! t ! t0 + aの範囲で初期値を満たす解が一意に存在します 5。

（一意性の証明）この方程式に２つの解があるとし，それぞれx = g1(t), g1(t0) = x0とx = g2(t), g2(t0) =

x0とします。このとき，

g′1(t) = f(t, g1(t))

g′2(t) = f(t, g2(t))
(A1)

となりますから，Lipschitz条件 |f(t, x1)− f(t, x2)| ! L|x1 − x2|より
∣∣g′1(t)− g′2(t)

∣∣ ! L |g1(t)− g2(t)| (A2)

4もっとも簡単な場合の概略を示します。
5解の存在の証明には，もうすこし厳しい条件が必要です。その証明は略します。
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例題
を解いて

と表されます。このことから，
∫

1

x
dx = −

∫
kdt

log |x|+ C1 = −kt+ C2

log |x| = −kt+ (C2 − C1)

x = ± exp{−kt+ (C2 − C1)}
x = ± exp(C2 − C1) exp(−kt)

(6)

となります。C1, C2は積分定数です。そこで，± exp(C2 − C1)をあらためて定数 C とおくと，この方
程式の一般解は x(t) = C exp(−kt)となります。この計算では x ̸= 0としましたが，一方 x ≡ 0も元の
方程式に代入すると解であることがわかります。この解は一般解でC = 0とすると表すことができるの
で，これも１つの特殊解です。ここで，初期値 x(0) = x0であるならば，x0 = C exp(0)となるので，こ
の時の特殊解は x(t) = x0 exp(−kt)となります。

ところで，このような導出の過程を，通常は (2)式から

dx

x
= −kdt (7)

とあたかも分数の計算のように変形し，ここから (5)式を導きます。この式では，左辺に x，右辺に tと
変数が分離しているので，この形にできる微分方程式を変数分離形といいます。
関数 x(t)についての変数分離形の微分方程式は，一般には

g(x)x′ = f(t) (8)

の形になっています。これを，x′ =
dx

dt
として上記のやりかたで変形すると

g(x)dx = f(t)dt (9)

となり，両辺をそれぞれ積分して
∫

g(x)dx =

∫
f(t)dt+ C (10)

と解くことができます。C は積分定数です。初期値が x(t0) = x0 である場合は，求められた一般解に
t = t0, x = x0を代入して C の値を定め，特殊解を求めます。

例題

x(t)の微分方程式

9x · x′ + 4t = 0 (11)

を解いて一般解を求めてください。また，初期値を x(3) = 2とするときの特殊解を求めてください。

（解答）x′ =
dx

dt
として変数を分離すると

9xdx = −4tdt (12)
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一般解を求めよ。 
x(3) = 2 とするときの特殊解を求めよ。

初期値が x(3) = 2 なので 
t = 3 のとき x = 2 だから，代入すると C1 = 2 

一般解は

となり，両辺をそれぞれ積分すると，C0を定数として
9

2
x2 = −2t2 + C0 (13)

という一般解が求められます。この解は，
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となります。■

問題

関数 x(t)に関する次の微分方程式を解いてください。a, bは定数とします。

1. x′ = 3t2x, x(0) = 1

2. tx′ = ax, x(1) = 1

3. x′ + ax+ b = 0, x(0) =
1− b

a
(a ̸= 0)

付録１：Lipschitz条件と，解の一意性の証明 4

関数x(t)についての微分方程式x′ = f(t, x), x(t0) = x0を考えます。f(t, x)が，t0−a ! t ! t0+a (a >

0)の範囲で連続で Lipschitz条件を満たす，すなわち |f(t, x1)− f(t, x2)| ! L|x1 − x2|を満たす Lが存
在するとします。このとき，t0 − a ! t ! t0 + aの範囲で初期値を満たす解が一意に存在します 5。

（一意性の証明）この方程式に２つの解があるとし，それぞれx = g1(t), g1(t0) = x0とx = g2(t), g2(t0) =

x0とします。このとき，

g′1(t) = f(t, g1(t))

g′2(t) = f(t, g2(t))
(A1)

となりますから，Lipschitz条件 |f(t, x1)− f(t, x2)| ! L|x1 − x2|より
∣∣g′1(t)− g′2(t)

∣∣ ! L |g1(t)− g2(t)| (A2)

4もっとも簡単な場合の概略を示します。
5解の存在の証明には，もうすこし厳しい条件が必要です。その証明は略します。
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今日のまとめ
微分方程式は，関数とその微分に関する
方程式 
解は数ではなく関数
解ける方程式のパターンは限ら
れている

もっとも基本的なパターン 
「変数分離形」

23


